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Resumo: O presente artigo surge diante da necessidade de uma professora de confeitaria em preencher um bolo no
formato de uma bola com os pentagonos e hexagonos. Esta bola ja possuia um volume, que, devido ao molde do
bolo, bastava preencher toda a sua superficie com pentdgonos e hexagonos, que seriam moldados a partir de pasta
americana e fixados no bolo. Por questdes metodoldgicas, decidiu-se, que neste caso, a bola terd 12 faces penta-
gonais e 20 hexagonais. Esta forma se baseia em um dos sélidos de Arquimedes, que recebe o nome de icosaedro
truncado. A partir dos dados citados, foi calculada a area da esfera, descobrindo posteriormente a medida do lado
de cada poligono, que sdo iguais em ambos os poligonos. Sabendo a medida do lado, foram construidos com régua
e compasso os moldes de papel para servirem de modelo e auxiliador para a confeiteira.

Palavras-chave: Bolo. Bola. Arquimedes. Aprender.

Abstract: This article comes before the need for a confectionery teacher to fill a cake in the shape of a ball with
pentagons and hexagons. This ball already had a volume, this due to the cake mold, then was enough to fill the
entire surface with pentagons and hexagons, where they would be molded from fondant and fixed on the cake. For
methodological reasons it was decided that in this case, the ball 12 will pentagonal surfaces and 20 hexagonal.
This form is based on one of the Archimedean solids that receives the name of truncated icosahedron. From the
aforementioned data, the area of the sphere is calculated, then finding the measure side of each polygon, that these
in turn are the same in both polygons. Knowing the far side, they were constructed with ruler and compass paper
molds to serve as a model and helper for the baker.
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Introduciao

Este artigo tem por finalidade apresentar a aplicacdo de conceitos matematicos para
calcular o tamanho dos gomos que constituem uma bola de futebol, em especial a formada
por pentagonos e hexagonos. Esse desenvolvimento envolve o conhecimento de trigonometria,
calculo de area, desenho com compasso e régua.

O problema reside na necessidade de preencher um bolo esférico com os poligonos e
eles devem se encaixar perfeitamente e completar o bolo sem que sobrassem espagos. Para dar
conta do problema, nota-se que o tamanho deles ndo pode ser qualquer um, na verdade ha uma
unica possibilidade para dar certo. Todo este desafio traz consigo uma gama de conhecimentos
histéricos e matematicos.

A constituicdo do artigo se divide em: um relato dos soélidos de Arquimedes e sua
constitui¢do; desenvolvimento do problema proposto; metodologia utilizada para a resolugao;
construcdo geométrica do pentdgono e hexdgono e outras consideragdes observadas para a
resolugdo do problema, bem como o bolo ja produzido.
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Poliedros de Arquimedes

A familia dos poliedros foi descrita pelo matematico Arquimedes® e redescoberta
pelo matematico alemdo Johannes Kepler (1571-1630), que compreendeu todos os poliedros
uniformes convexos de faces regulares, que totalizam treze solidos diferentes.

Na definicdo da GESTAR - Programa de Gestao Escolar (Brasil, 2008, p. 98), “[...] sdo
poliedros nos quais toda face ¢ um poligono regular, embora nem todas faces sejam do mesmo
tipo. Todo vértice, contudo, ¢ congruente a qualquer outro vértice, isto €, em torno de cada
vértice, as faces que aparecem sdo as mesmas e apresentam-se na mesma ordem”. Com relagao
a construcao deles,

[...] os treze Poliedros Arquimedianos podem ser construidos a partir dos Platonicos,
sendo onze deles por meio de truncaturas (cortes) nas arestas destes primeiros,
¢ o Cubo Rombo e o Dodecaedro Rombo, por meio de snubificagdo de Poliedros
Platonicos, cujo processo consiste em afastar todas as faces de um Poliedro Platonico
(ENEM, p. 2).

O icosaedro truncado, mais conhecido na forma de bola de futebol, faz parte de um dos
treze poliedros de Arquimedes. Na figura a seguir ¢ possivel observar todos eles:

Figura 1. Os treze Poliedros Arquimedianos

g ¢

Tetraedro Truncado Cubo Truncado Octaedro Truncadao Dodecaedro Truncadao Icosaedro Truncado |
Cuboctaedro Icosidodecaedro - .
=R Trigneada |lcosidodecaedro Rombicuboctaedro Cuboctaedro

Cubo Rombo Dodecaedro Rombo  Rombicosidodecaedro

Fonte: ENEM (2013, p. 3)

Para um melhor entendimento da constitui¢do de cada sélido arquimediano, o quadro a
seguir esclarece cada um deles com a quantidade de faces e poligonos. A nomeac¢ao de cada um
deles ¢ atribuida a Kepler.

2Arquimedes de Siracusa, nascido em 287 a. C., é lembrado pela sua contribui¢do na fisica, matematica, filosofia
e engenharia.
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Quadro 1. Descri¢ao dos so6lidos arquimedianos

Numeros de
Solidos Faces Triangulos Quadrados Pentagonos | Hexagonos | Octogonos | Decagonos
Tetraedro
truncado 8 4 4
Cuboctaedro 14 8 6
Octaedro truncado 14 6 8
Cubo truncado 14 8 6
Rombicuboctaedro 26
Cuboctaedro truncado 26 12 8 6
Icosidodecaedro 32 20 12
lcosaedro truncado 32 12 20
Dodecaedro truncado 32 20 12
Cubo achatado 38 32 6
Rombicosidodecaedro 62 20 30 12
Icosidodecaeadro 62 30 20 12
truncado
Dodecaedro achatado 92 80 12

Fonte: Almeida (2010, p. 84)

Problematizac¢ao e resolucao

Antes de explicar a problematica matematica, contextualiza-se a maneira inesperada de
como este problema surgira. Uma professora do curso de panificagdo e confeitaria apresentou
um problema. Ela ndo estava conseguindo preencher um bolo no formato de uma bola de
futebol. A bola de futebol ¢ construida com pentagonos e hexagonos. Para poder responder ao
questionamento de como preencher o bolo, sugeriu-se a ela que fosse realizada uma pesquisa.

Como ja afirmado, pensar uma bola € pensar hexagonos e pentagonos. Segundo Albino
(2011, p. 39), “[...] na copa mundial de 1970 o mundo do futebol comegou a utilizar uma
bola confeccionada com pentagonos e hexagonos. Esta estrutura poliédrica chama-se icosaedro
truncado, e ¢ constituida de 12 faces pentagonais e 20 faces hexagonais”.

Para resolver o problema, calcula-se a area total da esfera (bola), podendo igualar isso a
12 areas de pentdgono e mais 20 areas de hexagonos.

Area da esfera A = 4mwr®

iqual a

. 3
20 vezes a Area do hexagone A = = 123

ROy

12 vezes a Area do pentigono A= = l-apotema

Os lados do hexdgono e do pentagono sdo iguais em todos os pontos da esfera, podendo-
se utilizar isso para calcular quanto deve medir um dos lados. Sabendo um deles, saber-se-ao
entdo todos. O diametro da forma do bolo ¢ de 28 centimetros, calcula-se com isso a area da
esfera (bola):
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A= 4mr?

A=4-7-14%

A= 246301 cm?®

Antes de equacionar e resolver, foi visto um pequeno problema na féormula da area do
pentagono, a incognita apdtema. Ela deverd estar relacionada ao lado do pentdgono para que
seja possivel posteriormente resolver.

Um dos cinco tridngulos isdsceles que constituem o pentdgono estd sendo representado
na figura a seguir com algumas marcagdes: um angulo de 72° divididos pela mediatriz, o lado

€%

“L” e a apotema “a” como podemos ver na figura:

Figura 2. Pentagono

Fonte: Os autores

Com a utilizagdo da trigonometria neste caso tangente, deixamos o apotema relacionado
com o lado do pentagono:

L
2
tg36° = 2
g (7
!
T 2 tg36°
36

Revista Maiéutica, Indaial, v. 4, n. 1, p. 33-47, 2016



Substituindo o apotema na formula para calculo da area do pentdgono, temos o seguinte:

5
A=E-I-apc’1tmna
A 53 :
2 2-tg36°
p 5 12

4 tg36°

A > I? - cot 36°
— co

Com esta transformacdo, posso juntar tudo na ideia de:

Area da esfera = 20- Area do hexigono + 12 - Area do pentigono
3 5 2
2463,01 =20- -1 V3+ 12-2- 1%+ cot 36°

2463,01 = 30V3-12 4+ 15 cot 36°-[2
2463,01 = 72,6-1°

| =582 cm

Sabe-se que os lados devem medir 5,8 centimetros. Coube, entdo, outra tarefa, construir
os pentagonos e os hexdgonos para servir de referéncia no molde das pecas. Tentamos construi-
los a partir de alguns programas de computador, mas depois de tanto tentar e fracassar, preferi
fazer os poligonos a moda antiga, com régua e compasso.

Construcoes de figuras geométricas

Para a construgao dos poligonos, necessitamos de papel A4, régua, compasso e lapis.
Para as imagens que apareceram a seguir, utilizei um programa chamado GeoEnZo, encontrado
gratuitamente para download no site: <http://geoenzo.com>. O GeoEnZo ¢ uma ferramenta de
desenho geométrico e técnico projetado para quadros, ele nao requer instalagdo e € intuitivo
quanto ao uso. Na sequéncia, vejamos a construcao das figuras.
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Hexagono

Serd apontada a constru¢do do hexdgono em seis momentos. No primeiro momento,
deve-se tracar um segmento de reta AB que representa o tamanho do lado. No nosso caso de 5,8
centimetros e com o compasso aberto em 5,8 centimetros, trace um arco a partir de A:

Figura 3. Desenho no Geoenzo Hexagono

B DECEesERE” -cns @

AR ¥ - ¥
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Fonte: Os autores

No segundo momento, com a mesma medida do compasso, posicione em B e faga outro
arco. Note que a intersec¢ao dos dois arcos formam o ponto P.

Figura 4. Desenho no Geoenzo Hexagono

R N e L (] FLE s

Fonte: Os autores
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Com o compasso ainda aberto em 5,8 cm, posicionado no ponto P, trace o arco de A até
B. Este ¢ o terceiro momento.

Figura 5. Desenho no Geoenzo Hexagono
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Fonte: Os autores

Sem modificar ainda a medida do compasso, marca-se, a partir de A ou B, o arco
anteriormente feito.

Figura 6. Desenho no Geoenzo Hexagono

#t:ﬁi_i

AR A En ERE T L ¥

Fonte: Os autores
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Basta agora fazer as demais a partir da ja feita, de modo que todo arco fique todo marcado.

Figura 7. Desenho no Geoenzo Hexagono

Eﬂﬁi-ﬁ

OO B T

Fonte: Os autores

Para finalizar a figura, ligo com uma reta todos os pontos marcados e teremos o hexagono
regular.

Figura 8. Desenho no Geoenzo Hexagono
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#
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L
Fonte: Os autores
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Pentagono

A formagdo do pentagono dar-se-a em oito momentos. Para iniciar, traco uma reta AB
de tamanho 5,8 centimetros correspondente a medida do lado do pentdgono. Na sequéncia, com
0 compasso aberto, menor que 5 centimetros, tragco dois arcos, um a partir de A e outro a partir

de B.

Figura 9. Desenho no Geoenzo Pentagono

cces O

E H

Fonte: Os autores

Na sequéncia, trago uma reta que une as intersecgdes dos arcos. Com este procedimento,
consegue-se encontrar a mediana M e a mediatriz do segmento AB.

Figura 10. Desenho no Geoenzo Pentagono

L
coee B
indinnnn ol P il == LAF A0 E-E T
leckatng
+
l..l"
A M B
[
&
Fonte: Os autores
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Com isso, fago uma reta perpendicular a AB a partir de B e prolongue a reta AB em B.
Abro o compasso em B até A e traco um arco comecando em A até a intersec¢ao da perpendicular
em B, sera ali o ponto P.

Figura 11. Desenho no Geoenzo Pentagono

coa@ E

Fonte: Os autores

Apoiando o compasso no ponto M, abro até a intersec¢ao P e, a partir dai, faz-se um arco
até encostar no prolongamento do lado B, teremos o ponto T.

Figura 12. Desenho no Geoenzo Pentagono

-
cces G

Fonte: Os autores

Com o compasso em A até¢ T, apoiado em A, trace um arco até encostar na reta da
mediatriz de AB, tem-se o ponto D.
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Figura 13. Desenho no Geoenzo Pentagono

| ! cces 0

Fonte: Os autores

Com a mesma abertura do compasso, apoio no ponto B e traco o arco com intersec¢ao
no ponto D.

Figura 14. Desenho no Geoenzo Pentagono
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Abro o compasso em 5,8 centimetros, apoiado em A traco o ponto E e apoiado em B
trago o ponto C.

Fonte: Os autores
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Figura 15. Desenho no Geoenzo Pentagono

L=l B
.

Fonte: Os autores

Basta ligar os pontos Bem C, Cem D, D em E ¢ E em A, tem-se entdo um pentagono
regular, conforme a figura mostra.

Figura 16. Desenho no Geoenzo Pentagono
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Fonte: Os autores

Outras consideracdes sobre o problema

Concluidos os calculos e confeccionados os moldes para a fabricagdo de todos os
gomos da bola, ficaram alguns questionamentos que serdo analisados a seguir. A partir deles,
foram feitas outras observagdes a respeito de como chegar a medida do lado dos pentagonos e
hexagonos.

Uma das imagens que mostra a planificacdo da estrutura da bola de futebol proporcionou
uma visao reveladora. Observe a planificagdo na figura que segue.
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Figura 17. A estrutura poliédrica da bola de futebol

Fonte: Albino (2011, p. 41)

Apo6s olhar com atencao especificamente onde esta a reta horizontal que corta a figura
quase ao meio, ¢ possivel notar que a distancia da ponta do primeiro hexagono (a esquerda),
0 corta ao meio e passa posteriormente pela juncdo de um pentdgono e um hexagono e assim
sucessivamente, criando uma reta imagindaria. Esta reta, quando ligada aos dois vértices, forma
o perimetro da circunferéncia.

O hexagono demonstrado a seguir serve como referéncia para o entendimento do que esta
acontecendo com a reta imaginaria da figura anterior. Formado por seis tridngulos retangulos
¢ facil observar que a distancia de um vértice A até o seu oposto B equivale a duas vezes o seu
proprio lado.

Figura 18. Hexagono

Fonte: Os autores

Note que a reta imaginaria corta cinco vezes a distancia de A até B por todo o seu trajeto
na planificagdo da bola, ou seja, dez lados do poligono e cinco jungdes entre pentagonos e
hexagonos que nos da cinco lados do poligono. Entdo, o perimetro da esfera nada mais € que 15
lados dos poligonos que os constituem. O perimetro da esfera é:
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P=D-w
P=28-314
P =8796cm

Basta entdo dividir o perimetro por 15 para saber qual o tamanho que terdo os lados dos
hexagonos e pentagonos.

_P
=1
_E?,E'ﬁ

b=
[ =586 cm

A resposta a que chego é muito parecida com a calculada no primeiro caso. Comparando
0s casos, € por décimos de milimetros que a resposta nao ¢ a mesma. Com essa nova ideia, fica
facil definir uma formula para calcular o lado do pentagono ou hexagono para a construgdo da
bola, basta dividir por 15 o perimetro da esfera que se deseja formar e vocé terd a medida dos
lados.

O bolo

Na confeitaria, a professora ndo teve nenhum problema em preencher a bola. Com todos
os calculos prontos, comprovados matematicamente e feitos os moldes de papel e entregues a
ela, tem-se abaixo a foto tirada do bolo quase pronto e ja preenchido.

Figura 19. Bolo pronto

Fonte: Os autores
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O bolo foi preenchido com pasta americana moldada nas cores preto e branco para se
assemelhar com a bola. Com a ultima consideracao feita, em que bastava dividir o didmetro
maior da esfera por 15 para saber qual o tamanho do lado dos poligonos, a professora aplicou
com seus alunos tornando o resultado positivo.

Consideracoes finais

Para o problema proposto, a solugdo se dd de maneira equacional. Trabalhar com a
sintetizagao de uma equagdo requer um desenvolvimento aritmético e algébrico junto com o
raciocinio logico. Este raciocinio esta ligado a conhecimentos preestabelecidos adquiridos no
decorrer de seu aprendizado no ensino.

Além de resolver por equacgdo, o problema ¢ resolvido em um segundo momento por
visualizagao geométrica. Esta so ¢ possivel gragas a conhecimentos matematicos ja adquiridos,
em que notamos que bastava dividir por 15 o didmetro maior da esfera e teremos o tamanho do
lado dos poligonos que a constitui.

A matematica esta contida em varias situagdes da nossa vida e hé a possibilidade de
contextualizar sempre para que o ensino se torne algo prazeroso e interessante para o aluno,
trabalhando sempre de maneira lidica, mas sempre objetiva.

Como se constatou em todos os trabalhos utilizados para a construgdo deste artigo,
¢ evidente a caréncia de se achar informagdes nos livros brasileiros tratando dos poliedros
arquimedianos. Na maioria dos casos, os livros que foram pesquisados traziam apenas alguns
fatos, sem se aprofundar no contexto. Um fato importante € que nem sempre foi assim no Brasil,
por volta de 1900 a 1960, o assunto em questdo aparecia em livros de desenho geométrico. A
possivel exclusao pode se dar a complexidade do conteudo.
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